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Math

In der modernen Signaldatenverarb

Transformation eine wichtige Rolle.

In diesem Merkblatt sind einige wic
tige Theoreme und Formeln fldontinu-
ierliche Signale, d. h. fir Funktiondix)

bzw.f(x,y) zusammengestellt [1- 4]. Daggnals. Mit deKreuzkorrelationsfunktion men ersetzt werden. Zu diesen und an
sind u. a. die Definitionsgleichungen furzweier Signale kdénnen die zugrunderen Fragen der Signaldatenverarbeitu
dasAmplituden;PhasenundPowerspek-| liegenden stochastischen Prozesse |b&nd spezielle Merkblatter erschienen [5

trum. Die Operation deFaltung zweier | schrieben werden. Mit Hilfe der angeg
tung — auch der Analyse von biologischeBignale spielt bei der Verarbeitung vorbenenTheoreméassen sich leicht weiterg
Signalen — spielen mathematische Thein- und zweidimensionalen Signalen einBeziehungen ableiten.
reme der allgemeinen Systemtheorie, deentrale Rolle. Im Prinzip stellt die Fal-
Informationstheorie und z. B. der Fourietung eine besondere TiefpalXfilterung daten Signaldaten miissen die (Signal-)Fur]
DieAutokorrelationsfunktiorines Signal
-ist ein Spezialfall der Faltung — die Faltund?, dem Hilbertschen Folgenraum [4]
eines Signals mit sich selbst — und |isilso durch abgetastete Signale — sowie
identisch mit dem Powerspektrum des Siinendlichen Integrale durch endliche Sun-

Bei Computerberechnungen mit re

tionen natirlich durch endliche Folgen
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1. Definition von GrofRen und Notation:

N = Menge der natirlichen Zahlen £{2 3..,

Z = Menge der ganzen Zahlen (integer)
={..-3-2-101 2 3.}

R = Menge der rellen Zahlen (real).

C = Menge der komplexen Zahlen (complex).

e = Eulersche zaht li (1+%)n =2 718281828.

n- o

}.

2

j = Imaginare Einheit=/ & j“=-1
m= 3141592 654..
..0O...= ... ist Element der Menge.
|...| = Absoluter Betrag von..
[...]]= Norm von...
g(x) = Zu g(x) konjugiert komplexe Funktion.
f Og = Faltung (convolution) der Funktionén ugd .

R" = Euklidischer Raum von Dimensionen.

LZ(R”) = Hilbert Raum, ein Sonderfall eines Banachraumes.

Menge der melRRbaren, quadratintegrablen
n-dimensionalen Funktionen.

Hilbertscher Folgenraum. Menge der Folgen
s=(a,) komplexer (und reeller) Zahlen

12 =

fur die Z| amz <o ist, also konvergieren.

n=1

(a,) = Folge der Werte a, =(ay, a, ..., a,,...); nON.

f(x) = (Signal-)Funktion der kontinuierlichen Variablen
x; Zeitfunktion, wenn x die Zeittist; f OR.

f(x,y) = (Signal-)Funktion der kontinuierlichen
Variablenxundy, enBild; f OR.

f[n] = f(n At) = Folge der von f(t) im Abstand At

abgetasteten Werte; n=t/At, n0OZ.

f[nx,ny] = f(nyAx,nyAy) = 2-dim. Folge der Werte
einesim Abstand Ax bzw. Ay (Pixelgrof3e)
abgetasteten Bildes. Meist giltx A&y =1/d,
wobeid die Abtastungsauflésungpixel /mm
ist; n, = x/AX, ny =y/Ay, (ny,ny)0Z.

w = Kreisfrequenz 21 f mit der Frequehzw.
positive und negative Werte annehmen IR
Negativew bedeuten eine Drehung des Zeig¢
in der komplexen Zahlenebene im mathemati
negativen Sinn, also im Uhrzeigersinn.

F(w) = Fourier Transformation vori x( ), das komple
Frequenzspektrum (kurz : Spektrum) der kon
nuierlichen Variablemo .

F(wy, wy) = 2-dim. kontinuierliches Spektrum eines Bilde

ka

2. Die kontinuierliche Fourier Transformation (FT):

Fur eindimensionaleSignalef(x) gilt das Transformati-

onsgleichungspaar (1) und (2), wobei die Gleichung (2)

Invielen Fallen ist es notwendig, das Amplitudenspektrun
adimer normierten logarithmischen Darstellung anzugeben.

inverse Fourier Transforma:

tion (IFT) |st.. Die Fourler T F(w) =
TransformationF(w) ist
eine Funktion der reeller] 1-D
Variablenw. F(w) ist das
IFT
komplexe Frequenzspek

trum des Signal$(x) und

()= =0 [F@ @ do @
21T .

Normierung erfolgt dabei

+ o0

I f(x) e ox g x ) auf den WertF(wg)J wo-

g beiwg eine gewahlte chaj
X:;m rakteristische Frequenz is{.

Das normierte Amplitu-
denspektrum(w) in Dezi-
bel (dB) ist definiert durch

laRt sich in einen Real- und Imaginarteil zerlegen.

F(w) = Re{F(w)} + j Om{F(w)} =[F(w)| @%@,  (3)
wobei dasAmplitudenspektrurdes Signals
F(w) = |Re{F(@)}? +Im{F(@)}®>  und @)
_ Re{F(w)}
dasPhasenspektrunmp(w) = arctanm ist. (5)

die Gleichung (6):

_ |F(w)
Alw) =200 . 6
(w) 9|F(w0)| (6)
Die Flache unter dem Signi#x) ist der ,DC-Wert":
J’ f(x)dx = F(w = 0) = F(0). @

X=—00

nin
Die

3. Das Leistungs/Energie-Spektrum:
Allgemein gilt physikalisch, daR die Energie (energy) o
die Leistung (power) eines VorgangsliaR) — auch im.2(R")

d&eschwindigkeit, Spannung und Strom, elektrische und mal
tische Feldstarke) — integriert Gber die Zeit oder den Raum is}.

— das Produkt zweier konjugierter (dualer) Grofgahundg(x)

— einer Extensitats- und einer Intensitatsgréfe (z. B. Kraft

allgemeinen Fall gilt fir komplexe Funktiongfx) undg(x):
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J’ f(X) @(x)dx = — DIF(w) [G(w)dw. (8)
Far reeIIe Signalé&(x) undg(x) gllt
JICESES i 0 J’ F(w) [6(w) dw. ©)

In allgemeinen Systemen |st der Quotidgtie (allgemeine
Impedanzlist diese konstanfl{p: Man denke an das Ohmsc
Gesetd) =R« 1), lalt sich die Energie oder die Leistung imn
durch das Quadrat einer der GréRRen ausdriicken. Dieses
zum Parseval-Rayleigh Theorem [1, 2] mit dem sichi\diem

mit dem Kernely(x, y) ist definiert mit, wobei f(, g) OR:
+00
2-D

h(x,y)=f Og= é If(u,v) [O(x—-u,y—-v)dudv. (14)
Im Fourierbereich gﬁtzﬁioer:
H(wy, wy) = F(wy, wy) [G(wy, wy). (15)

'S. Die Autokorrelation (AKF):
per Fir eindimensional&omplexe Funktioneh(x) in L2(R) ist
('ﬂgrﬁ\utokorrelatlonsfunktlomautocorrelatlon)

vonf(x), das ist die gesamte Energie bzw. Leistejg berech- W akp(X) = qu_m f(u) CF (u+ x) du, (16)
nen laft: o o woraus fur reelle Signalgx) folgt, mit (—o <x < +00):
2 +00
Poes =[[T ()= jlf(x)l dx=—— D jIF(w)I dw. (10) a0 = [ T u+x)du. 17)
X=—00 . . . . .
F(wo)Fist dasPowerspektrur.TDas normlerte Powerspekiru lit der Fourier TransformatioR(w) des Signals folgt:
in Dezibel (dB) wird dann berechnet mit: i-D W ace(X) = [F(). (18)
Power- |F(w)| Die AKF eines Signals entspricht also dem Powerspekt
P(w) =100
spektrum (@)= 9 s (11) des Signals, was auch fiaweidimensional&ignalef (x, y) in
L2(R?) gilt:
. 2
4. Die Faltung: 2-D W a0 Y) = [Flooy, )] (19)
In der Signaldatenverarbeitung spielt die Faltung (convoluti-

on) eine wichtige Rolle. Die Operation der Faltung entspr
einem MeRinstrument, daf} tber ein Sighad) mittels der

idMit Pgesnach Gleichung (10) laft sich die AKF normieren, z.
wie in Gleichung (11).

Gewichtsfunktion (kernelg(x) ein ,laufendes, gewogenes'
Mittel mif3t (siehe dazu auch Abb. in [1]). Die Faltung zwe
eindimensionalefunktionenf(x) und g(x) ist definiert mit,

wobei , g) OR und (-0 <X < +0):
1-D h(x) = f Og =IJ:°°_W f(u) G(x — u) du.

Darin istg(x—u) die Alias-Funktion zg(u), d. h.g(x—u) ist
an der vertikalen Linieu = x/2 gespiegelt,g(u) wird hier
.gefaltet”. Im Fourierbereich gilt dann

1-D H(w) = F(w) [G(w). (13)

12)

6. Die Kreuzkorrelation (KKF):
ier Die Kreuzkorrelationsfunktioificross correlation) von zwe
eindimensionalekomplexen Funktionei(x) undg(x) in L2(R),
(f, g) OC ist definiert als

e ()= [ FU) U+ du, (20)
woraus fir reelle Signalé(x) undg(x) folgt:
Lo P fOmurd | @

Beim Vertauschen der Signdlendg ergibt sichiy ke (—X).

Die Faltung zweier Funktionenim Zeitbereich entspricht

der Multiplikation ihrer Fourier Transformationen. Die Faltungeide normiert werden kénnen, d. h. dann wliggr (0) = 1 bzw.

I8aich die KKF hat, wie die AKF, bai= 0 ihr Maximum, auf das

vonzweidimensionaleBignalen (z. B. Graustufenbildéfx, y) | ¢ake (0) =1
7. Weitere Theoreme: <« Indieser Tabelle sind weitere wichtig
Theorem f(x) F(w) Theoreme flr Signali(x) zusammenge-
stellt, dabei isE (w) die jeweilige Fourier
Addition (Llnearltat) f(X) + g(X) F((A)) + G((AJ) (22) Transformation nach GlelChUng (1)
Konst. Multiplikation alf(x) alF(w) mita OR (23) | 8. Literatur:
. DXD . [1] Bracewell, Ronald N.: The Fourier Transform
Malstabsénderung f a0 az0 |a| F(aw) nattlR (29 and Its Applications. New York: Mc Graw Hill
1978 (2. Auflage). — Hinweis -Achtung! Diein
Verschiebung f(X b) e—j bw EF(O()) mib OR (25) diesesn Buch %u)rchgehend verwende%e Vari-
. . . bl ist die F d nicht di
Faltung im Zeitbereich | f(x)Og(x) F(w) [G(w) (26) | Reomsfroqueng = cam - und ment die
inlileati 1 2] D ,J Ed.): Math tik Handbuch
l\/lu|t|p||kat|0n f(X) EQ(X) 2n I:[]F(w) DG(O))] (27) [] furre§rzeirhni(kari¥1tg Na)lturvfllisseenr:zclhaftér%[lr?c(':h:
Modulation (w, OR) f(x) [CoswX % F w-wp )+ % Fw+w,) @8) ?grsn(l)%el\jmh 1975.1SBN: 3-87144-149. Preis:
. - 2 ’ ' . . . .
— [3] Heuser, Harro: Funktionalanalysis — Theorie
Autokorrelation f(:)ljf( X) |F(w)| (29) und Anwendung. Stuttgart: Teubner 1986.
. L. . ISBN: 3-519-12206-5. Preis: 84,- DM.
Differentiation (jo)" OF(w) (30) [4] Meschkowski, Herber{?lsl\/lathematisches
Begriffsworterbuch. Bl Hochschultaschen-
. d . biicher Nr. 99/99a. Mannheim: Bibliogra-
Ableitung der Faltung —[ f(x)0g(¥)] | jo[F(w) G(w)] (32) phisches Institut 1966 (2. Auflage).
[5] Dittberner, K.-H.: wdv-notes: Verzeichnis nach
Sachgruppen. FU Berlin (IfP): wdv-notes
d df(x .
i —> 0g(x) [ Ja)F(w)] [G(w) (32 Nr. 200, 1993-1996.
= f (X) g(X) F(a)) [p] wG(a))] (33) Aufeinem Macintosh ComputerQuadra—?OO mit Aldus Ea
Maker 5.0 und Design Science MathType 3.0 angefertigt]
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