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Die Methoden der Funktionaltransformation [3] — insbegon- Ein Systenstellt immer einen mathematischen Operator far
dere die der Fourier-Transformation [1-2] — sind eines|dguasi eine Vorschrift), die ein Signal, das Eingangssignal irff ein
leistungsfahigsten Werkzeuge der Signaldatenverarbeitungawderes Signal, das Ausgangssignal transformiert.
wie der Untersuchung von signalverarbeitenden Systemen,|aucltin Filter ist ein besonderes (zeitunabhéngig lineares) [Sy-
von biologischen Systemen [7]. stem. Es ist durch seimmpulsantwort(impulse response) eint

In der biologischen Grundlagenforschung werden solctieutig charakterisiert. Die Kenntnis der Impulsantwort erlaubt
Methoden haufig — oft aus Unkenntnis — auch dann nicht eings; fiir jedes beliebige Eingangssignal das Ausgangssignal zt
setzt, wenn es eigentlich naturwissenschaftlich geboten warddatimmen, denn das Ausgangssignal ist die Faltung (convgluti-
diesen Fallen wird vermutlich das ,Geheimnis®, das in dem) [7] des Eingangssignals mit der Impulsantwort des Filtgrs.
mihsam und oft mit sehr groRem Aufwand gewonnenen DatenAuch in der biologischen Grundlagenforschung geht es hau-
stecken kénnte, kaum entdeckt werden. So bleibt das viellefaptdarum, das Verhalten von (Teil-)Systemen, die naherumgs-
.beste Ergebnis* oft unerforscht. Schade. — weise als linear betrachtet werden, aufzuklaren, d. h. die Yor-

Ein Signalist eine Funktion von einer oder von mehrefesthrift — den mathematischen Operator des Systems — herauszt
Variablen. Bei eindimensionalen Signal-Funktionen ist die Veinden, der die biologischen Signale ,transformiert".
riable meistens die Zeit(Zeitfunktionen). Bilder sind Signal Fur die Handhabung solcher Analysen in der Praxis ist Ui a.
Funktionen mit zwei Variablerundy (Breite und Hohe). die Kenntnis der verschiedenen Formen der Fourier-Trangfor-

Die Variablenkdnnen kontinuierlich (analoges Signal) odenation unbedingte Voraussetzung, die ausfihrlich in [1] behan-
diskret (digitales oder abgetastetes Signal) sein. Ein eindiméek werden. Im folgenden ist ein kurzer Abrif3 der verschiedgnen
sionales zeit-diskretes Signal ist eine endliche oder unendli€feinitionen undihrer Bedeutung in der Signaldatenverarbeitung
Folge von Abtastwerten (samples). zusammengestellt.

1. Definition von GrofRen und Notation:

N = Menge der natirlichen Zahlen £{2,3,.., }. (a) = Folge der Werte a, =(ay, @, ..., a,,...); nON.
Z = Menge der ganzen Zahlen (integer) f(x) = (Signal-)Funktion der kontinuierlichen Variablen
={.,-3-2-10123.} x; Zeitfunktion, wenn x die Zeit tist; f OR.

R = Menge der rellen Zahlen (real). — (SNl . A
C = Menge der komplexen Zahlen (complex). f(x.y) g?a?igillc)arf?(nﬁ?; dgrnkgngpu;eél:shm

e = Eulersche Zahk nlimw(l+%)n =2 718281828 f[n] = f(n At) = Folge der von f(t) im Abstand At
j = Imaginare Einheits/ L& j2=-1 abgetasteten Werte; n=tAt, nbz.
1=3141592 654.. f[nx,ny] = f(nyAx,nyAy) = 2-dim. Folge der Werte
..0...= ... ist Element der Menge. einesim Abstand Ax bzw. Ay (Pixelgréfie)
|-..| = Absoluter Betrag von.. abgetasteten Bildes. Meist gilix &y =1/d,
[...]]= Norm von... wobeid die Abtastungsauflésungpixel /mm
\f|g) = Skalarprodukt der Funktiondn ugd ui"(Rl) . ist; n, = x/AX, ny =y/Ay, (n,ny)OZ.

w = Kreisfrequenz 21 f mit der Frequehzw. ka
positive und negative Werte annehmen IR
Negativew bedeuten eine Drehung des Zeige¢

R" = Euklidischer Raum von Dimensionen.
LZ(R”) = Hilbert Raum, ein Sonderfall eines Banachraumes.

Menge der meRbaren, quadratintegrablen in der komplexen Zahlenebene im mathemati
n-dimensionalen Funktionen. negativen Sinn, also im Uhrzeigersinn.
12 = Hilbertscher Folgenraum. Menge der Folgen F(w) = Fourier Transformation vori x( ), das komple
s= (an) komplexer (und reeller) Zahlen Frequenzspektrum (kurz : Spektrum) der kon
e ) _ _ nuierlichen Variablemo .
fur die | &|" <o ist, also konvergieren. F(wy,w,) = 2-dim. kontinuierliches Spektrum eines Bilde
n=1

2. Sinusoidale GrofZen:
Zeitabhangige GréResin der Form Abb. J
s= f(t) = Asn(@t +¢o) 1) s(t)

bezeichnet man als sinusoidale Gré3en mitiaeplitude A
derKreisfrequenzv und demAnfangsphasenwinke, .

-~ >

Die Periodendauer Einer solchen Sinusschwingung ist 5 - 1
T= 2_7T = l (2) — E
w f w
. . . _21
Die Gleichung (1) kann auch in folgender Form angegeben werden: T= w0
s(t) = asinwt + bcoswt 3)
mit A=+a?+b? und @g= arctanE 4 Abb. 1: Sinusschwingungty. T ist die Perioden-
a

dauer der Schwingung.

|  Seite 1 |



Copyright-Notiz
Bitte beachten Sie:

Dieses Merkblatt ist durch internationales Copyright geschützt.

© 1983–2004  Karl-Heinz Dittberner, D-12207 Berlin

Sollten Sie Interesse haben, dieses Merkblatt nachzudrucken oder in elektronischen Medien zu publizieren, dann können Sie gerne eine kostenpflichtige Lizenz erhalten.

Der Preis für die Lizenz orientiert sich am Umfang des Merkblatts und der Auflagenzahl Ihrer Publikation. Er wird individuell vereinbart. 

Unabhängig davon beträgt der Mindestpreis für den Nachdruck von "wdv-notes" 80,00 Euro (zzgl. der jeweiligen gesetzlichen MwSt).

Die Zustimmung für die kommerzielle Verwendung von "wdv-notes" ist zeitlich vor der jeweiligen Verwendung einzuholen.
                                                                                               
Anfragen bitte per E-Mail an: 
kh.dittberner@gmx.net

Stand: 10.01.2004




| wdv-notes 33 |

Die zeitabhangige Grof&gt) 1aRt sich in der komplexen Zahlenebene darstellen mit: Im
. W
s= Afcos(wt + ) + jsin(wt + o) = Ael(@t+90) (5)
Dieses laf3t sich als ein komplexer Zeiger mit der Amplitade A
deuten Abb. 2, der sich um den Nullpunkt mit der konstanten Winkel- %
0

geschwindigkeito (DrehfrequenZ ) im mathematisch positiven Sinn Re

dreht Drehzeigey). In allgemeiner algebraischer Schreibweise ist (5):

s= Ael@*) =g+ jb :alsoist sOC (6)
mit der Amplitude A=|s|=va?+b? @)
Abb. 2: Komplexer Drehzeige(ts,
; _ b_ der sich mit der Winkelgeschwindig-
und der Phase (Drehwinkel) ¢ = arctan 2 wt+¢g. (8) keitw entgegen dem Uhrzeiger dreh}.

3. Die kontinuierliche Fourier Transformation (FT):

Fur eindimensionaleSignalef (t) (Zeitfunktionen) gilt das Die Fourier-Transformatiof (w) ist eine Funktion der reellef

Transformationsgleichungspaar (9) und (10), wobei die Gl#fariablen w. F(w) ist das komplexe Frequenzspektrum d
chung (10) die inverse Fourier-Transformation (IFT) beschreiBignalsf (t). A undB sind die Normfaktoren (siehe Punkt 4).

FT F(w)=AD[ ()& dt ©)
1-D s
IFT f(t)=BO [F(e) @ dw (10)
w=—0

Furzweidimensional&ignalef (x, y) (z. B. Graustufen-Bil{ blen w, (Frequenz in x-Richtung) undy (Frequenz in y-
der) gilt das Transformationspaar (11) und (12). Die Foufi®ichtung).F(w,, wy) ist das zweidimensionale komplexe F
TransformatiorF (w,, wy) ist eine Funktion der reellen Varia-quenzspektrum des Bildégx, y).

+ 00 + 00
FT | F(wy.wy)=A%0 [ [f&xw [ J(@x*@y) gx dy (11)
y=—0 X=-—o0
2 = D +o00 +00 .
IFT f(x,y)=B20 [ [Floww) [} (@x+9Y) dey, daoy, (12)
wy:—oo W, ==

es

D
I

4. Die Normfaktoren A und B: rechnung erfolgt nach (14).
In der Literatur sowie in Rechenprogrammen werden|die |
NormfaktorenA (grofRes Alpha) un® (groRes Beta) in den ¢ T
Gleichungen (9) bis (12) unterschiedlich angegeben. Das Nicht- ¢ /rad _ 2
beachten dieser Tatsache kann leicht zu falschen numerischen g o~ 360" (14)
Ergebnissen fuhren. Deshalb sind im folgenden einige der je- Abb. 3: Zur Definition vorp.
weils verwendeten Normfaktoren tabellarisch zusammengestélt.Literatur (1. Teil):
[1] Bracewell, Ronald N.: The Fourier Transform and Its Applications.

(13)

In.../Bei... FT IFT New York: Mc Graw Hill 1978 (2. Auflage). — Hinweis .-Achtung! Die
in diesem Buch durchgehend verwendete Variable Sist die Frequenz

+ IDL 2.0 [4] und nicht die Kreisfrequenz, S= w/2m
» IDL3.0 [] A=1/2m B=1 [2] Dreszer, Jerzy (Ed.): Mathematik Handbuch fiir Technik und Natur-

wissenschaft. Zirich: Harry Deutsch 1975. ISBN: 3-87144-149. Preis:
Dreszer [2] A=1 B=12 59.80 DM.
Mallat [6] B =Y2n [3] Heuser, Harro: Funktionalanalysis — Theorie und Anwendung. Stutt-
Mathematica [5 — gart: Teubner 1986. ISBN: 3-519-12206-5. Preis: 84,- DM.
IDL 1.0 [-] g A= 1/«/27‘[ B= 1/«]27'[ [4] IDL Interactive Data Language — User’s Guide Version 2.0. Boulder
(USA): Research Systems Inc. 1990.
[5] Wolfram, Stephen: Mathematica — A System for Doing Mathematics
; : . by Computer. Redwood City (USA): Addison-Wesley 1988. ISBN: O-
5. Zuden Elnhelten der Phase.. . 201-19334-5. Preis: 98— DM.
In allen Gleichungen von Rotationsbewegungen (hier Dreél- Mallat, Stephane G.: A Theory for Multiresolution Signal Decomposi-
; ; ; ; ; ; tion: The Wavelet Representation. IEEE Trans. Pattern Anal. Ma-
| -
z<.e|ger..) werQen die Winkel (hier Phasenwinkel) stets in def SI- ;i Intell.. Vol. 11, 674-693, 1989.
Einheit Radiant (rad = m/m) angegeben, friher Bogenmalf [g@e-Dittberner, K.-H.: Wichtige Theoreme der Signaldatenverarbeitung.
nannt. Wennp der Winkel,| die Lange des von den Winkgl- 7Y Berlin (ifP): wdv-notes Nr. 8, 1989-1996.
schenkeln eingeschlossenen Kreisbogensrumhetr Radius is

(Abb. 3, dann gilt als Definitionsgleichung (13) und eine Urbie Fortsetzung dieses 1. Teiles erscheint in den wdv-notes Nr. 34.
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