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Der Gradient einer skalaren Ortsfunktion (Skalarfeld)
ϕ( , , )x y z  – der Potentialfunktion – ist ein Vektorfeld:
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Der Gradient zeigt stets in Richtung des größten Anstiegs
seiner Potentialfunktion. Der Absolutbetrag des Vektors gradϕ
ist gleich der Ableitung der Potentialfunktion in Richtung der
Normalen zu den Äquipotentialflächen:
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Die Divergenz eines Vektorfeldes V ist ein Skalarfeld, das
eine Aussage über die Quellen im Vektorfeld V macht:
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Mit den „elektrischen Phänomenen“
in biologischen Systemen (z. B. Aktivität
von Neuronen, EEG, EKG) sind elektro-
magnetische Felder verknüpft, die sich für
Analysen physikalisch als langsam verän-
derliche Felder nach der Maxwellschen
Theorie (1873) beschreiben lassen.

Soweit bei den Beziehungen die Anga-
be eines bestimmten Koordinatensystems
fehlt, beziehen sich die Angaben immer
auf ein orthogonales kartesisches Koor-
dinatensystem in 

  

R3. Unter dem Vakuum
wird hier der leere Raum verstanden.
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1. Definition von Größen und Notation:

2. Differentielle Vektoroperationen:

  div V V V= ∇ = ∇ ⋅ = + +
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Ist das Vektorfeld V quellenfrei, so ist div V = 0. Dann existiert
dazu immer ein anderes quellenfreies Vektorfeld A, so daß

       V A= rot (4)
ist.  A ist das Vektorpotential von V.

Die Rotation eines Vektorfeldes V ist ein neues Vektorfeld
rot V nach Gleichung (6), das die punktweise Verteilung von
Wirbeln im Vektorfeld V angibt. Ist das Vektorfeld V wirbelfrei,
ist  rot V = 0  und das Vektorfeld V ist ein Potentialfeld, d. h. es
gilt dann:

      V = −gradϕ, (5)

wobei ϕ  das skalare Potential von V ist.

Darstellung von langsam veränderlichen Feldern.
© 1989–1998  Karl-Heinz Dittberner

In diesem Merkblatt sind dazu die wich-
tigsten grundlegenden Naturgesetze so-
wie deren Bedingungen, wie sie für zeit-
abhängige Vektorfelder gelten, in konzen-
trierter Form und moderner Notation zu-
sammengestellt [1–5]. Eine Bewegung des
Mediums ist hier nicht berücksichtigt.
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Mit (20) unter Berücksichtigung der Bedingung (16) ergibt
sich aus (21) dann der quasistationäre Fall:

     rot rot rot gradA M E P− = − + +κ µ ϕ µ( ) ˙

Mit Theorem (54):
       grad div grad rot( ) ˙A A M P− + = +∆ κ µ ϕ µ

Mit Theorem (31) und (34):
         grad div rot( ) ˙A A M P+ − = +κ µ ϕ µ∆

Mit der Lorentzkonvention         div A = −κ µ ϕ   folgt: (22)

     ∆A M P= − −rot µ ˙ (23)
Aus (10) mit (12) und (20):

 div( grad− − + =ε ε ϕ ρ˙ )A P
   − − = −ε ε ϕ ρdiv div grad divȦ P

Mit (22) und Theorem (30) sowie κ = const  und µ = const :
    εκ µ ϕ ε ϕ ρ˙ − = −∆ div P

    ∆ϕ κ µ ϕ ρ
ε ε

= − +˙ div P
(24)

Ergebnis:   Die Lösung der Maxwellschen Gleichungen (7) bis
(10) für den quasistationären Fall ist zurückgeführt auf die
Bestimmung des Vektorpotentials A r( , )t  und des Potentials
ϕ( , )r t  aus den Poissonschen Differentialgleichungen (23) bzw.
(24), die mit den üblichen Methoden zu lösen sind [3]. Das
elektrische Feld E berechnet sich dann aus (20), das magnetische
Feld H nach (18).

3. Die Maxwellschen Gleichungen:
In R3  mit einem orthogonalen kartesischen Koordinatensys-

tem bedeuten E das elektrische Feld und H das magnetische Feld,
wobei E E r= ( , )t  und H H r= ( , )t  Vektorfunktionen sind, d. h.
vom Ort und von der Zeit abhängen.
Das physikalische Medium (Stoff)
wird durch die drei Skalarfelder be-
schrieben: Elektrische Leitfähigkeit
κ κ= ( , )r t , Dielektrizität ε ε= ( , )r t ,
Magnet. Permeabilität µ µ= ( , )r t .

Es gelten dann im SI-Einheiten-
system die Maxwellschen Feldgleich-
ungen (MFG) (7) bis (10) in der allge-
meinsten Differentialform zusammen
mit den Materialgleichungen (11) bis
(13). Dabei sind die Quellen – d. h. die Ursachen der Felder – die
Raumladungsdichte ρ ρ= ( , )r t , die Magnetisierung M M r= ( , )t
bzw. Ṁ und die elektrische Polarisation P P r= ( , )t  bzw. Ṗ .

Die 1. MFG (7) besagt, daß die Bewegung elektrischer
Ladung (auch von Ionen!) ein Magnetfeld verursacht (Durchflu-
tungsgesetz). Die 2. MFG (8) besagt, daß ein zeitlich veränderli-
ches Magnetfeld ein elektrisches Feld verursacht, das nicht

wirbelfrei ist (Induktionsgesetz).
Die 3. MFG (9) sagt aus, daß das

Magnetfeld keine Quellen hat, d. h.
es gibt in der Natur keine „magneti-
schen Ladungen“! Die 4. MFG (10)
besagt, daß die im Raum vorhande-
nen elektrischen Ladungen die Quel-
len (Ursache) des dielektrischen Ver-
schiebungsstroms sind. Die 5. MFG
sind die Materialgleichungen. Und
die 6. MFG beschreibt die Energie-

dichte der Felder. Außerdem gilt die Kontinuitätsgleichung (15),
die sich aus (7) ableiten läßt, in der ausgesagt wird, daß die
elektrische Ladung erhalten bleibt:         div S = − ρ̇  (15)

  In dieser Tabelle sind einige wichtige
Theoreme der Vektoranalysis zusammen-
gestellt.
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4. Langsam veränderliche Felder :
Die Feldgleichungen (7) bis (15) gelten in der Natur all-

gemein. Im quasistationären Fall, der in biologischen Systemen
vorliegt, ändern sich die Felder zeitlich nur relativ langsam.
Gegenüber dem stationären Fall ∂ ∂ t = 0 treten aber zwischen E
und H bereits Kopplungen auf. Ein Feld gilt als quasistationär,
wenn die räumliche Ausdehnung des Feldbereichs sehr viel
kleiner als die Wellenlänge λ0  der höchsten Frequenz ist, mit der
sich das Feld zeitlich ändert (300 km bei 1 kHz). Das bedeutet, es
gilt folgende Bedingung:
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r       oder      ˙ .E E (16)

Wegen der Quellenfreiheit von B (9) existiert gemäß (4) ein
Vektorpotential  A ( A[ ] = Vs m ) mit B A= rot . (17)

Mit (13) folgt:      H A M= −1
µ ( )rot (18)

Aus (8) mit (13) und (18) sowie µ = const  folgt:
       rot ( ˙ ) .E A+ = 0 (19)

Wegen der Wirbelfreiheit von (19) existiert gemäß (5) ein

skalares Potential ϕ( , )r t  mit     E A+ = −˙ .gradϕ (20)

Aus (7) mit (11), (12) und (18) sowie ε = const :
    1

µ κ εrot( rot A M E E P− = + +) ˙ ˙ . (21)

5. Theoreme der Vektoranalysis:
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