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Eine moderne Ergédnzung oder eine Alternative zur klassi- Die Entwicklung der Wavelet Transformationen ist eng vier-
schen Fourier Analyse von Signalen kann das seit 1982 dukuobpft mit dem groRen Fortschritt in der Computertechnologie,
Grossmann und Morlet [2] entwickelte Konzept der Waveledenn der Rechenaufwand und Speicherbedarf — verglichefp mit
sein. Eines der Hauptziele der mathematischen Entwicklung der klassischen FFT (Fast Fourier Transform) — ist erheblich.
Wavelet Funktionaltransformation(en) war, eine neue Methadkeine PC’s —vor allem ohne virtuelle Speicherverwaltung (MS-
zur leicht interpretierbaren visuellen Darstellung von Signalen
und deren Eigenschaften bereitzustellen.

Durch die Wavelet Transformationen werden eindimensio-
nale Signales(t) in eine zweidimensionale Abbildung transfor-
miert, in der strukturelle Eigenschaften \aft) besonders deut-
lich zu erkennen sind. Die Wavelet Transformationen (WT)
kénnen als ein mathematisches Mikroskop fiir Signale angese-
hen werden, mit dem man im ,Zeitbereich” von Signalen jun-
sichtbare Eigenschaften ,entdecken“ kann.
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wird keine Periodizitat der Signale verlangt.
Die Wavelet Transformationen werden bereits in verschi
nen Wissenschaftsbereichen mit gro3em Erfolg eingesetzt. Zwar 2% prer primuiue Shenge (me)
ist die Anwendung in der biologischen Grundlagenforschung Abb.1: Beispiel einer auf dem HAIRcluster berechneten
noch sehr spérlich, da die verfiighare Literatur doch sehr mathe-  \yayelet Transformation eines Signals. 8.
matisch orientiert ist. Dennoch wird gerade fiir Biologen und
Physiologen, die biologische Signale untersuchen, die Meth&@d@S!) — kénnen das (noch) nicht leisten; es sei denn, an
der Wavelets in einigen Jahren zu den Standardwerkzeugerirggtalliert auf dem PC ein leistungsfahiges Unix-Betriebssystem.
taglichen Forschungsarbeit gehoren, denn die klare Aussagetm folgenden ist ein Uberblick der Definitionen der eindli-
fahigkeit der WT-Darstellungen (natirliche Zeit-Frequenmensionalen Wavelet Transformationen sowie deren Bedeutung
darstellung) ist zu bestechend. AuBerdem gibt es erste Anhailtsder Signaldatenverarbeitung zusammengestellt. Dabei ird
punkte dafir, daR in biologischen Systemen selbst, z. B. béii@ Kenntnis der Merkblatter wdv-notes Nr. 8 und wdv-nofes
Sehen und Hoéren, aber auch bei der zentralen Kreislaufregubdti-33 Gber die Fourier Transformation [5, 6] vorausgesdtzt.
on, so etwas wie eine ,Wavelet Analyse* eine Rolle spiel@&uch fir zweidimensionale Signale (Bilder) lassen sich Wavglet
kénnte. Transformationen angeben [4].
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1. Definition von Gréf3en und Notation:
Alle Definitionen, die in den wdv-notes Nr. 33 angegeben sind [6], gelten auch hier.

R" = Euklidischer Raum von n Dimensionen. s(t) = Signalfunktion der kontinuierlichen Variablent,
LZ(R”) = Hilbert Raum, ein Sonderfall eines Banachraumes. der zeit;  s(t) OL?(R), J’|s(t)|2 dt < oo,
Megﬁn?edne; g}&‘%ﬁ?ﬂﬁ}‘gﬁgﬁ Integrablen qn] = s(nAt) = Folge der von s(t) im Abstand At
12 = Hilbertscher Folgenraum. Menge der Folgen abgetasteten Werte; n=t/At, n0Z.
s=(ay,) komplexer (und reeller) Zahlen /At ist die Abtastfrequenz f (sample rate).
- . . (1) = Analysierendes (Basis-)Wavelet;  OC, t OR.
fr die Z' " <o ist, also konvergieren. @ (t) = Konjugiert komplexe Funktion zu y(t), t OR.
n=1 . .
f(X) — Komplexe Funktionfl(X) +j f2(X) m]_Z(R) Lp(()l)) = Fourier Tral’lsformatlorldes-WavelfetS ll/(t) -
f(x)= Zu f(x) konjugiert komplexe Funktion a= Wavelet Paramgter fur die S!fallerung (dilation)
= fi(x) -] fy xﬂ. alR,a>0; Ya ist die Vergrof3erung.
(f|g) = Skalarprodukt der komplexen Funktiorfamdg b = Wavelet Parameter fiir die (zeitliche) Verschiek
:J‘jmf(x) [@(x) dx inL2(R) (translation) bOR. |
f Og = Faltung (convolution) der Funktionén ugd W(b,a) = Wavelet Transformation des Signaik); W LIC,
+o . eine zweidimensionale komplexe (!) Funktion.
:Iu:_w f(u) @(x-u) du mit( e <x < o).
2. Das analysierende Wavelet:
Wenn die Wavelet Transformation einem mathemati- ¢/(t) muf3 quadratisch integrierbar sein. @
schen Mikroskop gleichen soll, dann mul3 dieses ,Mikr@- @ (t) muld eine endliche Energie besitzen,
skop“ mit einem ,Objektiv* ausgestattet sein. Diese Rolle d. h. @(t)O LZ(R). Furz.B.y(@t) =1giltdas (2)
spielt das analysierende Wavelet, auch Basis-Wavelet genicht! +oo W (w) |2
nannt, einer Funktiony(t), die (mindestens) folgender8. Es muf c, =2n%] ————dw<w sein. (3)
acht Bedingungen genigen muf3: w=0 |w]
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Das bedeutet, dafd

_ l/l(t) dt =0 ist; (t) mul also den Mittel- (4)
wert Null haben und darf also keine Gleichkom-
ponente (dc component) besitzen.

Die Bedingungen (1) bis (4) besagen, daf3 das Wayéle
wie eine kurze Welle oszillieren muf3. Daher stammt g
der Name: Wavelet = ,Wellchen“.

4.

5. Die Fourier Transformatio#(c) des Waveletgs(t)
muf differenzierbar sein, woraus folgt %

6. Yw=0)=0, Y(rw)=0 (6)
Des weiteren muf3 gelten:

7. Y(w)=0 fir w< 0 (7

8. Y(w)OR fir w> 0 (8)

Wie bei einem Mikroskop mul3 die Vergréf3erung
Objektivs — hier des Signa&) — und die Position einstel
bar sein. Dieses wird dadurch erreicht, daf3 aus dem a
sierenden Wavelep(t) durch Skalierung und Verschi
bung ein ganzer Satz von Waveldlgla(t) erzeugt wird
mit

mit (b,a) DR xR™.

l)Ub a(t) = \/> |:| (9)

Dabei bestimmt der Wavelet-Paramdialie Position
(zeitliche Verschiebung). Der Faktoraléntspricht def

Der Ausdrucke!®® in (14) beschreibt die Verschig
bung im ,Zeitbereich®. Aufgrund der Gleichungen (1
und (14) &Rt sich die Wavelet Transformation als €
Analyse des Signakt) mit den Bandpal3-Filtert¥(a w)
konstanter relativer (!) Frequenzauflésudgiw= const)
JBterpretieren. Dieses ist gegentber der (tblichen)
dowed" Fourier Transformatiom\¢u = const) ein erhebli-
cher Vorteil. Die Wavelet Transformation hat fur hohg
frequente Komponenten eines Sigrsétseine wesentlich
essere Auflésung im ,Zeitbereich®.
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4. Die kontinuierliche Inverse
Wavelet Transformation (IWT):
Sind die unter Punkt 2 genannten acht Bedingungen

desfiillt, hat das Signal(t) also nur eine endliche Energie

-dann gehen bei einer WT keine Informationen des Sig
ngtyverloren, und die Wavelet Transformation ist eindet
2umkehrbar, d. h. aW¥(b, a) &Rt sich das Signs(t) wieder
rekonstruieren [3], wobet,, durch die Gleichung (3) be
stimmt ist:

s(t) = —5/2434]W(b a) muD deb da.

IWT

(15)

alle
hals
tig

VergroRerung (Spreizung).

Das Ergebnis der Wavelet Transformation hangt
der Wahl eines geeigneten analysierenden Waveig}ls
ab [1]. Es ist dabei essentigl(t) so zu wahlen, dal3 daz
im Hilbert Rauni.*(R) —dem Raum der meRbaren, quad
integrablen, eindimensionalen Funktiorf¢) mit endli-
cher Energie — eine orthonormale Basis existiert.  (

5. Zur Darstellung einer
VON \Wavelet Transformation:

Wie bereits aus der Gleichung (14) ersichtlich, ist
YWvavelet TransformatioW(b, a) eines Signals(t) eine
'&veidimensionale komplexe Funktiovider Variablerb
unda, deren Betrag und Phase sich grafisch z. B. in e
19 -Darstellung abbilden lassen.

3. Die kontinuierlichen
Wavelet Transformationen (WT):

Die allgemeine Form einer Wavelet Transformatiq

W(b, a) eines Signals(t) in Bezug zum analysierende
Wavelety(t) ist nach Morlet [2] definiert durch:

W(b,a) =

Daneben hat sich in der Praxis eine andere Art
Darstellung, die weniger aufwendig ist, durchgesetzt. [
ses ist die Darstellung vaii(b, a) als sogenanntes Inter
Lhatsbild (Graustufenbild). Solche Bilder lassen sich he
MHecht bequem und einfach mit Laserdruckern erzeuger,
mit der AdobdPosiScrip-Sprache [9] angesteuert werde
konnen.
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1 +o00 H—bD
Tt:[z(t)HﬁDTDdt

mit ab0OR, a>0.

WT

(11)

Die Wavelet Parametarundb werden entweder kontinu-

ierlich variierend oder diskret gewahlt mit
a=af, b=nhy af
mit mn0OZ und a;>1 by=const>0. (12)
Die Definitionsgleichung (11) entspricht dem Skal

produkt (inneres Produkt) aus der Signalfunks@hund
der Wavelet Funktiog((t — b)/a) im Hiloert Raum.*(R):

W(b,a) = <S(t)‘ (HJUD B> (13)

Die Definitionsgleichung (11) kann mit Ausdriicke
der Fourier Transformation umgeschrieben werden in:

W(b,a)=+a [Sw)P(aw)e *®dw
WT ’ wzj_m i (14)
mit a,b0OR, a>0

Dabei ist die Fourier Transformation des Sigrséils

@)= 1 jotgy Vgl (9)in [6]

6. Literatur ( 1. Teil):

[1] Combes, J. M. et al. (Eds.): Wavelets — Time-Frequency Methods and H
Space. Berlin: Springer 1990 (2.Auflage). ISBN: 3-540-53014-2.
[2] Grossmann, A. and J. Morlet: Decomposition of Hardy Functions i

723-736, 1984.
[3] Streit, L. (Ed.): Mathematics and Physics — Lectures on Recent Reg
Singapore: World Scientific 1987.
[4] Mallat, St. G.: A Theory for Multiresolution Signal Decomposition: T
Ar- Wavelet Representation. IEEE Trans. Pattern Anal. Machine Intell., Vol
674-693, 1989.
[5] Dittberner, K.-H.: Wichtige Theoreme der Signaldatenverarbeitu
FU Berlin (IfP): wdv-notes Nr. 8, 1989-1993.

— Teil 1. FU Berlin (IfP): wdv-notes Nr. 33, 1990-1993.

[7] Dittberner, K.-H.: Typische Wavelets in der Signaldatenverarbeitu

FU Berlin (IfP): wdv-notes Nr. 91, 1990-1992.

»rIB] Meschkowski, H.: Mathematisches Begriffsworterbuch. Bl Hochsch

taschenbiicher Nr. 99/99a. Mannheim: Bibliographisches Institut 196
Auflage).

[9] Adobe Systems Inc.: PostScript Language — Reference Manual. Re
(USA): Addison-Wesley 1986 (5. Auflage). ISBN: 0-201-10174-2. Prg
78,— DM.

[10] Przybyszewski, A. W. and O.-J. Grisser: Wavelet Method as the

ENA-Proceedings, New Orleans, 1991.

Die Fortsetzung dieses 1. Teiles erscheint in den wdv-notes Nr. 90.
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