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Das Problem des universellen »Curve-Fittings«.
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Bei derwissenschaftlichen Analyse vorme der Abstandsquadrate ein Minimupdlie echt sind, fir groReWerte einy = 0
Daten in den biologischen Wissenschagber fiir die Kurve mit den errechneteerzwingen. Ein drastischer Effekt, der
ten (,life sciences") wird sehr viel ,gestin-Parametern gilt das nicht mehr. Die [sder Logarithmus von 0 ist Unendlich. H
digt”, und manchmal wird es auch schlichtermittelte Kurve ist den Me3daten (leider$tellt sich somit die Frage, mit welche
weg falsch gemacht. Besonders augenfalicht angepalfdt, d. h. das Modell ist nichBenauigkeit dann Giberhaupt nachndb
lig ist das am Beispiel der Anpassungichtig verifiziert worden.
(Modellfindung) von nichtlinearen Kur, Ein Beispiel soll das verdeutlichenche ,stérenden” Werte nicht in die Bg
ven an gemessene Daten (curve-fitting) iRUr die sehr oft in der Praxis vorkommenrechnung einbezogen, was nattirlich kei
veroffentlichten Originalarbeiten zu stu-de Funktiony = f(x) = al&** sollen die| Lésung ist.
dieren. zwei Parameterundb aufgrund der Mel3 In diesem Merkblatt soll gezeigt wer

Meistens wird dabei nach folgendendatenx; — Y, ermittelt werden. Ublicher; den, wie dieses Problem wissenschaftli
Schema vorgegangen: Linearisieren deveise wird die Funktion durch Logarith-sauber und auf solider mathematisch
Daten, Berechnung der Ausgleichsgeradamieren linearisiert, d. h. es gilt danrBasis — im Sinne einer ,Art of Scientifi
nach der Methode der kleinsten Quadratépgy = loga + bxloge. Daraus werdea | Computing” [4] — zu l8sen ist. Allerding
daraus Rickrechnung der Kurvenparaindb bestimmt. Was passiert nun, wenmwird das dazu notwendige iterativ
meter. Aber das ist falsch! Zwar wird beib <0 ist (abklingende e-Funktion)? InBerechnungsverfahren etwas Rechenj
diesem Verfahren fir die Gerade die Suntdiesem Fall kdnnen ,verrauschte* Daterauf einem Computer ,kosten*.

= 0 >

bestimmt werden kénnen. Oft werden so¢l-
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1. Definition von GroR3en und Notation:

e= Eulersche Zahl = 2,718 281 828.. I? = Hilbertscher Folgenraum. Menge der Folgen
x = Unabhangige Variable. s=(a,) komplexer (und reeller) Zahlen
y = Von x abhangige Variable. ©
Q = Qualitatsfunktion. fur die Z| g|? < ist, also konvergieren.
...>...=... ist zugeordnet.. o L,
...0...=... ist Element von.. f. g= Reelle Funktionen ir*(R) .
...0...=... enthaltenin.. p = Parametervektor.
.| = Norm von... F = M Funktionen f,, ...., f,, in einem Gebi& OR".
.| = Betrag von... 9F Gateaux - Ableitung voi  an der Stelle a;
.|, =... ander Stella. p|,

o _ _ das ist eine Funktionalmatrix [3].
R" = Euklidischer Raum von Dimensionen. A = Matrix.

LZ(R“) = Hilbert Raum, ein Sonderfall eines Banachraumes.

. AT = Transponierte Matrix VOA..
Menge der melRbaren, quadratintegrablen P

n-dimensionalen Funktionen. A™ = ZuA inverse Matrix.
2. Die Problemstellung: 3. Ermittlung der Parameter p,:
Gemessene Werté&s seierN Wertey; in Abhangig- Die Parameterp, missen also nach der Methode ¢

keit vonx; gemessen worden, d. h. in dgrEbene sindN | kleinsten Abstandsquadrate (Gaul3) so gewahlt wer
Wertepaarex; Y, (i =12,...,N) mit x # x; furi#j | dal _
gegeben_ Q_Q(pli pzv-”’pkv--’pm) (4)
Gesuchte FunktionGesucht ist eine vorundM Para- ein Minimum wird.Q ist (allgemein) eine Hypereben
metern p, abhéangige Funktioh (Modell), deren Graph in R"und sei zweimal stetig differenzierbar. Nach g
sich ,mdglichst gut* den gemessenen Punkten anpal3 t,'(lj'_heorie der relativen Extrema gelten als notwendige
ingungen:

f = (X P Parees Perees Py) Mit M<(N=1). (1) 0Q 0 (ke " .
Was heil3t ,moéglichst gut? Der Abstand zweier ap, - ( =L ) (5)
guadratintegrabler Funktionéx) undg(x) ist die euklidi- 20 N df
sche Norm der Funktiord —g, d. h. die Zahl =2 [f(xi, P Pys s pM)_yi] =0 (6)
[ b d pk 1=1 d pk
— 2 N N
I -g M”X’ @ | =5 190§y, 9 o et ) @)

. A . . . & d 4 d
Dieser Abstand ist die mittlere quadratische Abwei- ! B _ ! P _
chung zwischen den Funktionérund g, was auch das  Mit diesenM Gleichungen (7) ist zwar das Problem g

(curve-fitting) ist. Als Bedingung ist nun zu fordern, dasoch ist dieses Normalgleichungssystem im allgemein
diese Norm minimal werden soll. Im diskreten Fall ist dézsbesondere fiir nichtlineare Funktioriemicht explizit
Integral durch eine Summe zu ersetzen, womit sich erdéstbar. Im Zeitalter der Computer macht das aber nicht;
muf3 dann eben ein iteratives Losungsverfahren angew

N
Q=|f-y= Z[f(xi'pl! P pM)_yi]2 0 Min (3) | werden.
1=1

geeignete MaR fur die Glte der gesuchten Anpassémgittiung demM Parameterp, eindeutig bestimmt, dent
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4. Das iterative Losungsverfahren:
Mit Glchg. (7) sind F(p), F,(p), ..., F.(P),-.., R, (P)

erfullt ist, kann mit den Standardverfahren der num
schen Mathematik gefunden werden.

pri-

stetige Funktionen von M unabhangigen Variab
p=(p.. P,...., py ) Uber einen gemeinsamen Definitiorn
bereich D ORY ‘gegeben. Gibt es nun einen Vek
p, UD,fur den fur alleF (p,) =0 gilt, so istp, der L6-
sungsvektor des Gleichungssystems (FJp) =0. Die
Elemente vorp, sind die gesuchten Parametgt
Entwickelt man (7) nach dem Verfahren von Newt
Kantorowitch [1] in eine Taylorreihe, wobegi, eine 0.

Naherung vorp, sei, ergibt sich in Vektorschreibweise 5.

JoF
R =Flpo)+ 5 [fp=p,)+Rest(p)=0. (8)
P=P,
Dabei ist A=JF/dp| _ die (M xM)-Funktional-
matrix (Jacobische Matrix) an der Stefie= p,, die nicht
von den MeRwerten abhangt.

OoF, JF, O
Uop, op, U

A :d_F = o . . O (9)
p |, DR OF, O

fen

p@- Berechnung vorr(p,) nach (15).

&. Der Algorithmus:

or Aufgrund der Matrizengleichung (17) ergibt sich d
iterative Algorithmus zur Ermittlung der Parameter.

1. Auswahl einer N&herung, des Losungsvektorg, .
2. Berechnung der Matri® nach (14).

4. Berechnung der MatriA(p,,) nach (16).

Losung von (17)A(p,)g =-F(p,) liefert q,, womit
sich

eine neueNaherungp,,, aufgrund von (10) ergibt
pn+1 = pn +qn

Mit p,., wird die Iteration solange wiederholt b
IAg+F(p,) <&, einer vorgegebenen Fehlergrenze
Wenn das der Fall ist, ist der Losungsvelgprp,..,,
womit die Parameterp, der gesuchten Funktioh
gefunden sind.

Eine Wichtung der MeRwerteist in diesem Algorithmus
nicht dargestellt. Durch Einfihrung eines geeigne
Gewichtsvektorsv kann dieses berlcksichtigt werden.

6.

7.

8.
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Lalt man das Restglied weg, erhalt man aus (8) mit
q=p-p, (10)
als Linearisierung die Matrizengleichung
F(p)=Aq+F(p,)=0 (11)

Aq=-F(p,) (12)
Die M Gleichungen (7) lassen sich in einer Vekt
gleichung zusammenfassen:

= df

Of\?latrizenalgebra zu lésen, denn aus (17) folgt:

F(p)=) ——| 0f -yl (13)
. . ; dp %
Darin ist
0ot of ot| D
0o |, ap |, ap | 0
o : ;O
_of| _pof ot ot 5(14)
ool "goml, onl o omlg
a - : O
dof af af E
Ea Pwm X apM X apM XN E

die (M x N)-Funktionalmatrix im durch den Vektri(die

6. Die Realisierung:
Neue Softwarepakete der Signaldatenverarbeitung
len besonders ausgefeilte Programme zur direkten L6

der Matrizengleichung vom Typ x =b zur Verfligung,
die auch (fast) singulare Matrizen handhaben kénnen

Stehen solche Programme nicht zur Verfligung, k
man versuchen (17) iterativ mit elementaren Routinen

pn+1=A_lD[y_f]+pn (18)

Datenverarbeitung fir den DEC Computer PDP-15 zus

Programm ,APPRX" (P 229), das in sehr vielen Fallen
»curve-Fittings" hilfreich war; aber nicht in den Falle
wenn die Mel3daten fast singulare Matrizen ergaben.

Mit dem heute den Wissenschaften zur Verflgy
stehenden Softwarepaket ,IDL — Interactive Data Lang
ge" [6] ist eine wesentlich bessere Losung mdglich. |
stellt mit den RoutineBVYBKSBuUndSVD Programme zuf
direkten Lésung von Gleichung (17) zur Verfigung.

Damit laf3t sich ein universelles ,Curve-Fitting“ rea
sieren [7], was die eingangs dargestellten Probleme
meidet.
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Auf dieser Basis entstand bereits 1971 in der Abt. Wjiss.
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unabhangige Variable dsrMelRwerte) gegebenen Pun
D ist also von den MelRwerten abhéngig. Aus (13) V

damit

F(p)=DIf -y]. (15)

Es laRt sich nun zeigen, dal sich die Ma&ixausD
berechnet mit A=DoD". (16)

Aus (12) ergibt sich fur das iterative Lésungsverfah
mit (15) die endgliltige Matrizengleichung
Aq=-F(p)=DIly-f]

mit g=p-p,.
Die Losung dieser Matrizengleichung, d. h. die Su

(17)
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