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Bei der wissenschaftlichen Analyse von
Daten in den biologischen Wissenschaf-
ten („life sciences“) wird sehr viel „gesün-
digt“, und manchmal wird es auch schlicht-
weg falsch gemacht. Besonders augenfäl-
lig ist das am Beispiel der Anpassung
(Modellfindung) von nichtlinearen Kur-
ven an gemessene Daten (curve-fitting) in
veröffentlichten Originalarbeiten zu stu-
dieren.

Meistens wird dabei nach folgendem
Schema vorgegangen: Linearisieren der
Daten, Berechnung der Ausgleichsgeraden
nach der Methode der kleinsten Quadrate,
daraus Rückrechnung der Kurvenpara-
meter. Aber das ist falsch! Zwar wird bei
diesem Verfahren für die Gerade die Sum-
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die echt sind, für große x-Werte ein y = 0
erzwingen. Ein drastischer Effekt, denn
der Logarithmus von 0 ist Unendlich. Es
stellt sich somit die Frage, mit welcher
Genauigkeit dann überhaupt noch a und b
bestimmt werden können. Oft werden sol-
che „störenden“ Werte nicht in die Be-
rechnung einbezogen, was natürlich keine
Lösung ist.

In diesem Merkblatt soll gezeigt wer-
den, wie dieses Problem wissenschaftlich
sauber und auf solider mathematischer
Basis – im Sinne einer „Art of Scientific
Computing“ [4] – zu lösen ist. Allerdings
wird das dazu notwendige iterative
Berechnungsverfahren etwas Rechenzeit
auf einem Computer „kosten“.

1. Definition von Größen und Notation:

2. Die Problemstellung:
Gemessene Werte: Es seien N Werte 

  

yi  in Abhängig-
keit von 

  

xi  gemessen worden, d. h. in der x,y-Ebene sind N
Wertepaare   x y i Ni ia K=( )1 2, , ,  mit  x xi j≠  für i j≠
gegeben.

Gesuchte Funktion: Gesucht ist eine von x und M Para-
metern pk  abhängige Funktion f (Modell), deren Graph
sich „möglichst gut“ den gemessenen Punkten anpaßt.

   f f x p p p p M Nk M= ( ) < −( ), , , , , , .1 2 1K K   mit  (1)

Was heißt „möglichst gut“? Der Abstand zweier
quadratintegrabler Funktionen f(x) und g(x) ist die euklidi-
sche Norm der Funktion f g− ,  d. h. die Zahl
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Dieser Abstand ist die mittlere quadratische Abwei-
chung zwischen den Funktionen f und g, was auch das
geeignete Maß für die Güte der gesuchten Anpassung
(curve-fitting) ist. Als Bedingung ist nun zu fordern, daß
diese Norm minimal werden soll. Im diskreten Fall ist das
Integral durch eine Summe zu ersetzen, womit sich ergibt
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3. Ermittlung der Parameter pk:
Die Parameter pk  müssen also nach der Methode der

kleinsten Abstandsquadrate (Gauß) so gewählt werden,
daß

    Q Q p p p pk M= ( , , , , , )1 2 K K (4)
ein Minimum wird. Q ist (allgemein) eine Hyperebene

in RM und sei zweimal stetig differenzierbar. Nach der
Theorie der relativen Extrema gelten als notwendige Be-
dingungen:
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Mit diesen M Gleichungen (7) ist zwar das Problem der
Ermittlung der M Parameter pk  eindeutig bestimmt, den-
noch ist dieses Normalgleichungssystem im allgemeinen –
insbesondere für nichtlineare Funktionen f – nicht explizit
lösbar. Im Zeitalter der Computer macht das aber nichts. Es
muß dann eben ein iteratives Lösungsverfahren angewandt
werden.

me der Abstandsquadrate ein Minimum,
aber für die Kurve mit den errechneten
Parametern gilt das nicht mehr. Die so
ermittelte Kurve ist den Meßdaten (leider)
nicht angepaßt, d. h. das Modell ist nicht
richtig verifiziert worden.

Ein Beispiel soll das verdeutlichen.
Für die sehr oft in der Praxis vorkommen-
de Funktion y f x a eb x= = ⋅( )  sollen die
zwei Parameter a und b aufgrund der Meß-
daten   x yi ia  ermittelt werden. Üblicher-
weise wird die Funktion durch Logarith-
mieren linearisiert, d. h. es gilt dann
log log log .y a b x e= +  Daraus werden a
und b bestimmt. Was passiert nun, wenn
b < 0  ist (abklingende e-Funktion)? In
diesem Fall können „verrauschte“ Daten,
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4. Das iterative Lösungsverfahren:
Mit Glchg. (7) sind   F F F Fk M1 2( ), ( ), , ( ), , ( )p p p pK K

stetige Funktionen von M unabhängigen Variablen

  p = ( )p p pM1 2, , ,K über einen gemeinsamen Definitions-
bereich D R⊆ M  gegeben. Gibt es nun einen Vektor
pL ∈D,für den für alle Fk L( )p = 0  gilt, so ist pL  der Lö-
sungsvektor des Gleichungssystems (7)  F p( ) .= 0  Die
Elemente von pL  sind die gesuchten Parameter pk .

Entwickelt man (7) nach dem Verfahren von Newton-
Kantorowitch [1] in eine Taylorreihe, wobei p

0
 eine 0.

Näherung von pL  sei, ergibt sich in Vektorschreibweise

  
F p F p

F
p

p p p
p p

( ) ( ) .= + ⋅ =( ) + ( ) =
=

0

0

0
0

∂
∂

Rest (8)

Dabei ist A = =∂ ∂F p
p p0

die M M×( ) -Funktional-
matrix (Jacobische Matrix) an der Stelle p p=

0
, die nicht

von den Meßwerten abhängt.
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Läßt man das Restglied weg, erhält man aus (8) mit

 q p p= −
0 (10)

als Linearisierung die Matrizengleichung

       F p q F p( ) ( )= + =A
0

0 (11)

         Aq F p= − ( )
0

(12)
Die M Gleichungen (7) lassen sich in einer Vektor-

gleichung zusammenfassen:
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Darin ist
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die M N×( )-Funktionalmatrix im durch den Vektor x (die
unabhängige Variable der N Meßwerte) gegebenen Punkt.
D ist also von den Meßwerten abhängig. Aus (13) wird
damit

  F p f y( ) [ ]= ⋅ −D . (15)

Es läßt sich nun zeigen, daß sich die Matrix A  aus D
berechnet mit    A D D= o T . (16)

Aus (12) ergibt sich für das iterative Lösungsverfahren
mit (15) die endgültige Matrizengleichung

          
A Dq F p y f

q p p

= − = ⋅ −
= −

( ) [ ]

.mit   
0

(17)

Die Lösung dieser Matrizengleichung, d. h. die Suche
nach den Lösungsvektoren von q bzw. p, für den (17)

erfüllt ist, kann mit den Standardverfahren der numeri-
schen Mathematik gefunden werden.

5. Der Algorithmus:
Aufgrund der Matrizengleichung (17) ergibt sich der

iterative Algorithmus zur Ermittlung der Parameter pk :
1. Auswahl einer Näherung pn  des Lösungsvektors pL .
2. Berechnung der Matrix 

  

D nach (14).
3. Berechnung von F p( )n  nach (15).
4. Berechnung der Matrix A( )pn  nach (16).
5. Lösung von (17) A( ) ( )p q F pn n= −  liefert qn , womit

sich
6. eine neue Näherung pn+1  aufgrund von (10) ergibt:

p p qn n n+ = +1 .
7. Mit pn+1  wird die Iteration solange wiederholt bis

Aq F p+ <( ) ,n ε  einer vorgegebenen Fehlergrenze ist.
8. Wenn das der Fall ist, ist der Lösungsvektor p pL n= +1,

womit die Parameter pk  der gesuchten Funktion f
gefunden sind.

Eine Wichtung der Meßwerte y ist in diesem Algorithmus
nicht dargestellt. Durch Einführung eines geeigneten
Gewichtsvektors w kann dieses berücksichtigt werden.

6. Die Realisierung:
Neue Softwarepakete der Signaldatenverarbeitung stel-

len besonders ausgefeilte Programme zur direkten Lösung
der Matrizengleichung vom Typ A x b=  zur Verfügung,
die auch (fast) singuläre Matrizen handhaben können.

Stehen solche Programme nicht zur Verfügung, kann
man versuchen (17) iterativ mit elementaren Routinen der
Matrizenalgebra zu lösen, denn aus (17) folgt:

    p y f pn n+
−= − +1

1A D [ ] (18)
Auf dieser Basis entstand bereits 1971 in der Abt. Wiss.

Datenverarbeitung für den DEC Computer PDP-15 zusam-
men mit einem einfachen Matrizen-Paket das FORTRAN-
Programm „APPRX“ (P 229), das in sehr vielen Fällen des
„Curve-Fittings“ hilfreich war; aber nicht in den Fällen,
wenn die Meßdaten fast singuläre Matrizen ergaben.

Mit dem heute den Wissenschaften zur Verfügung
stehenden Softwarepaket „IDL – Interactive Data Langua-
ge“ [6] ist eine wesentlich bessere Lösung möglich. IDL
stellt mit den Routinen SVBKSB und SVD Programme zur
direkten Lösung von Gleichung (17) zur Verfügung.

Damit läßt sich ein universelles „Curve-Fitting“ reali-
sieren [7], was die eingangs dargestellten Probleme ver-
meidet.
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