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In der Natur treten in vielen Bereichérmatiker Mandelbrot das Tor geéffnetund  Mit diesem Merkblatt wird ein erstef
unvorhersehbare, aber durchaus wiedeadie Theorie der fraktalen Natur begrindeginblick in die Fraktale Natur — insbeso
kehrende, bislang nur unvollkommenl]. Das ist schon sehr erstaunlich! — | dere der fraktalen Dimensionen der Natur
beschreibbare UnregelmaRigkeiten auf. Auch in Lebewesen (lebende Syste-, wie erim Zusammenhang mitder Signal-
Hierzu gehdren zum Beispiel die Turbume) treten solche mathematisch beschreitiatenverarbeitung bedeutsam ist, gegelen.
lenz in Fluidstromungen und die instabibaren UnregelmaRigkeiten (Fraktale) |in Erst mitneueren Methoden der Signal-
len nichtlinearen dynamischen Systemeielen Teilsystemen auf. Beispiele daflidatenverarbeitung wird es méglich seip,
(z. B. das Wetter). sind die Informationsiibertragung, die Indie wahre (fraktale) Natur auch bei biol

Obwohl die Mathematik seit fast 100formationsverarbeitung im Nervensystengischen Systemen zu untersuchen und zu
Jahrenin der Lage war, solche Phanomefigier oft noch schlichtweg als ,Rauschenérkennen (siehe z. B. wdv-notes Nr. 148
zu beschreiben und damit einer determin{noise) abgetan), die Strémung in Gefalkind Nr. 176).
stischen Betrachtungsweise zuzufiihresystemen, die Selbstorganisation in Neu-
wurde erst vor 15 Jahren von dem Matheenen-Pools.

1. Definition von GroRen und Notation:

L = Lange. N = Menge der naturlichen Zahlen {1,2.3, }.
€ = Eichlange; § F m= Meter. Q = Menge der rationalen Zahlegy  mix y [N
A= Flache. RE = Euklidischer Raum mE Dimensionen.
V = Volumen. E = Euklidische (oder kartesische) Dimension.
L = Lange in Dimensionsangaben. D = Fraktale Dimension nach Mandelbrot;
M = Masse in Dimensionsangaben. entspricht der Hausdorff - Dimension [4].
T = Zeit in Dimensionsangaben. K = Kodimensior E D .
[...] = SI- Einheit von... Dr = Topologische Dimension.
..0...=... ist Element der Menge. f = Fraktaler Zusatz D £ * Hier erstmalsdefiniert !
Nr(A> a) = Anzahl der Objekte deren GréBe ain Ubersteigt

2. Die Zerlegung der Dimensionen des Raums:

Ein raumliches Objekt besitzt (iR3) drei Dimensionen
die man in die Dimensionen der Flache und Lénge zerlegen
kann. Bei einem Quader zum Beispiel ist Besite x Tiefe=
GrundflachesowieGrundflachex Héhe= Volumen Fur die
Einheit des Volumens, ausgedrtickt in der SI-Einheit Meter
(m), gilt also

[V] = m2 X ml = ml X ml X ml = m1+1+1 = m3 (1)

Istdiese Zerlegung der Dimension des VolumErs3in
E=2+1 oder E=1+1+1 (Breite x Tiefe x Hohe die
einzige naturliche Méglichkeit?

Seit Mandelbrot [1, 2, 3] wissen wir, daB die klassische
Zerlegung nach (1) nur eine Grenzsituation (eine Idealjsie
rung) darstellt. In der Natur stellen vielmehr die vielfaltigen
anderen Zerlegungen die Regel daktale Dimensionen der
Natur). Die Tabelle auf Seite 2 gibt mit den Gl. (2) — (7) ejine
Ubersicht Uber die mdglichen Dimensions-zerlegungen. Eine
Maoglichkeit ist z. B.:

3 3
[VI=m2xm?=m? 2=m3 (8)
Ein Objekt mit einer gebrochenen (fraktalen) Dimension
D <2 ist einefraktale Kurve Sie ist bzgl. ihrer Dimension Abb. 1- Die »Fl K Beispiel einer fraktalen K
zwischen einer ,normalen* eindimensionalen Ku(zz= 1) - 1. Die »Flowsnake« — Beispiel einer fraktalen Kurve

und einer FlachéD = 2) angesiedelt. Eine typische fraktale =~ vom Peano-Typ, die mit 4 Iterationen erzeugt wurde.
Kurve ist in der Abb. 1 dargestellt. Ein Objekt mit einer ~ Die fraktale Dimension dieser Kurve ist D=1,4248.

3.3
2%3

17

fraktalen Dimensior2 < D < 3 ist einefraktale Flache Berechnung und Darstellung erfolgte mit Mathematica
V 2.0[6] auf einem MAC Quadra-700.
3. Die fraktale Lange-Flache-Relation: D ist die fraktale Dimension. Mit dem Flacheninkfatter

Fur die Lange einer skaleninvarianten, fraktalen Kurve durch die fraktale Kurve begrenzte Flache ergibt sich nach
B. Kustenlinie, Koch-Kurven, Peano-Kurven) gilt: Mandelbrot [3] bei Skaleninvarianz der konstante Quotignt

L(¢) =n[& = Anzahl x Eichlange 9) L(e)¥D _ "

Die Anzahln wurde mit n=A[£~° von Richardson Ae) Y2 = Cconst. (11)
bgrelts 1961 festgestellt [5]. Damit ergibt sich fur die gesamtegjnq fiir zwei ahnliche ObjekteundA ermittelt, so 1aRt
Lange einer fraktalen Kurve sich aus der Lange-Flache-Relation (11) die fraktale Dirren-

L(e)=A&DE=AE"D, (10) | sion des Objekts abschéatzen mit
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Zerlegungen der Dimensionen des Raums Fraktaler
m = Meter, E = Euklidische Dimension, D = Fraktale Dimension Zusatz
Dim ] mE-1+f 0 mf
von me E:] 0 5 Eﬂ 0 - f=p-e+1 @
RE o m O m
Volumen Fraktale Flache Fraktale Kokurve
[0 m2tf 0 mtf
E=3 m3 = 0 X 0 f=D-2 3
Flache Fraktale Kurve Fraktale Kokurve
O mi+f O mi-f
E=2 m2 = 0 X 0 f=D-1 4
3 T £ 5 - @
Fraktale Flache Fraktale Kurve Kurve
ma+f 0 mtf 0 mt
E=2 = 0 X 0 f=D-1 5
D =0 R (5)
Volumen Flache Kurve
[0 m2tf 0 mtf .
E= m3 = X Die
3 =] 2 e K 3 m wiassische | (©)
Geometrie !
Flache Kurve Kurve
O mi-f O mi-f
E=2 m?2 = 0 X 0 f=0 (7)
o m o m
L0 L,YP o LD AY2 6. Die fraktale Differentiation:
AY2Z T A2 2N L.VD " A 12 (12) Das Kalkul der Differentiation 1&3t sich auf Grof3en mit
1 1 2 1 2 2 fraktaler Dimension ausdehnen, was im Prinzip schon Leilpniz
“(logL;—-logL,)==(logA; —log A bekannt war. Gegeben sei die Funktipr X", dann ist die
D( 9t1710d 2) 2( 9% 7109 2) (13) fraktale Differentiationdefiniert durch:
logL,-logL d
p=2pt17loolz 14) 5 =P (19)
logA; —log A, dx
4. Die fraktale Flache-Volumen-Relation: 7. Die fraktale Integration: =~~~
Verallgemeinert man die Lange-Flache-Relation (11)|ayf Dr'f_’ fraktale Integratiorder Funktiony = x" ist definiert
raumliche Gebiete, die durch fraktale Flachen (z. B. biolaéJHrc : wN+D
sche Membranen) begrenzt sind, ergibt sich nach Mandglbrot z =Ix”me = . (20)
[3— Seite 124] bei Skaleninvarianz der Objekte die Beziehung n+D
YD .
F(e) — = const. (15) 8. Fraktale Ereignisse:
o Ve o o Fraktale mitD <1, z. B. die bereits 1883 beschriebepe
_ Sind die Volumina/ und die fraktalen Flacheninhake| Cantor-Menge, lassen sich als eine fraktale Folge von Efeig-
fur zwei sich ahnliche Objekte ermittelt, gilt fur die Abnijssen deuten [3]. Die Anzahl der Abstande zwischen [den

schatzung der fraktalen DimensiDrder fraktalen Flache:

F, Y0 F,1D
= (16)

v V3 Ty, 18

logF; —logF
—3g ot 972 (17)

logV; —logV,

Ereignissen, deren LanglgroRer als einist, wird durch das
Gesetz von Korcak (1938) beschrieben:

Nr(U>u)=ni~® mit n=const. (21)

Solche fraktalen Gesetze konnten beim Encoding-Prg
biologischer Rezeptoren eine wichtige Rolle spielen.

zelR

5. Die fraktale Masse-Volumen-Relation:

Die MasseM eines Objekts mit gleichmaRiger Dichte
ist M(r) = p[E.

Fir eine Kugel z. B. gilM(r) = 4 (rCp 3. Dieses kanr
auf fraktale Dimensionen erweitergwerden. Fir selbstahn
Fraktale gilt

J M(r)=rP. (18)

Der QuotientM(r)/rP ist unabhangig vom Radiug

id#leHausdorff, F.: Dimension und &uflleres Maf3. Mathematische Annaler]

und kann daher zur Definition einer Dichpedienen.
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