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Zum Verstandnis vieler Algorithmenfiir die Formulierung des Problems auReBystems, Boulder (USA) [3].
der Signaldatenverarbeitung ist heute digem eine Programmiersprache zur Verfu- In diesem Merkblatt sind die grundle
Kenntnis der Kalkile mit Vektoren undgung, welche die Operationen mit Vektogenden Definitionen und Rechenoperat
Matrizen unerlaflich. ren und Matrizen ,versteht”, d. h. diessen der Matrizen-Algebra fir endlichd

Durch die Verwendung von Vektorendirekt unterstiitzt, dannist die Anfertigungnensionale Vektorraume in konzentrie
und Matrizen wird eine klarere Problemder Programme besonders effektiv. Eiter Form dargestellt.
darstellung und eine wesentliche Vereirsolche Sprache ist z. B. die Interactive
fachung bei der Lésung erzielt[1, 2]. StehData Language IDL der Firma Research
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1. Definitionen: 4. Multiplikation mit einem Skalar:
Betrachtet wird zunachst das lineare Gleichungssystem Eine Matrix wird mit einem Skalak multipliziert, in dem
- jedes Matrixelement mit dem Skalamultipliziert wird.
Y1 Xt Xo td3X3 =Y : P
Q1 Xq + 8 Xy + By X3 = Y 1) AR = A %11 B2 G300 Day Aap AaO ©)
8gq X) + 83y Xo +8a3 X3 = Y3 21 8 83 81 Adypy AdyQ

Dieses kann durch die Schemata undy beschriebenwerden:5. Null- und Einheitsmatrix:

By, 8, a3l % O [y, 0 . Em_el.\lullrr.\.at_nx 0, bei der jedes Mgtmgelement glglch Nyl
A= _ 0 00 2 ist, existiert fuir jede Ordnungn,(m). Die Einheitsmatrixl ist
TP %2 4sp X=pen  YTeg (@) | hingegen nur fiiguadratische Matrizein = m) definiert. Die
Fa1 ap agH BH HisH Ordnungn wird oft als Index notiertd,,.
Das Schema mit n = 3 Zeilenm = 3 Spalten und mit den M 0 0 0; 1 0 of
Elementeng;,, wird Matrix oderMatrizegenannt. Der 1. Index _ O _ O
i gibt die Zeilennummer, der 2. Indkgibt die Spaltennummerp 0_%) 0 0 0p 13_%) 1 0g (10)
an.Merke Zeilezuerst Spaltespater. Die Ordnung einer Matrix B o0 0 0 B 0 1

ist (n, m). Die Schemata undy heiRenSpaltenvektorerEin Die Elemente der Einheitsmatrix werden ndi,, dem
Spaltenvektor ist ein Sonderfall einer Matrix, eine Matrix dRrronecker-Symbol bezeichnet. Es gify, =1 fur i =k und

Ordnung £, 1). Eine Matrix der Ordnung (1) wird Zeilen- 5., =0 furizk.

vektorgenannt; z. B.. -
6. Skalare Matrizen:

z= [Zl i 23] ) Eineskalare MatrixA der Ordnungn laf3t sich als Produk
Das lineare Gleichungssystem (1) 1aRt sich mit diesen D%ﬁ

nitionen in folgender Matrixform schreiben: ines Skalarad mit der Einheitsmatrix,, darstellen.

AX=y (4) @ 0 0O @1 0 0O
Die Matrix A 1aRt sich somit als ei®peratordeuten, der den A= BD A OE= A EE) 1 05= A, (12)
Vektorx in den Vektoly transformiert bzw. linear abbildet. B 0 AH B 0 1F

2. Addition von Matrizen: : . .
Die Addition von @, m)-Matrizen ist durch die Addition der /- Gleichheit von Matrizen:

jeweiligen Matrixelemente definiert. Gegeben séiemdB mit | Zwei MatrizenA undB sind dann und nur dann gleich, wernn
sie von gleicher Ordnungy,(m) sind und ihre Differenz eing
(q1 32 &30

_ My by b0 (5) | NullmatrixQist. Das bedeutet, daf jedes Elen@gpider Matrix

A= B =
b1 8 a23H H)n b2 bng A gleich dem entsprechenden Elemént der MatrixB sein
Die Summen-Matrix voi undB berechnet sich dann nach | MuB.
A+B = B+ ap+by, az+bs0 5 8. Inneres Produkt zweier Vektoren:
B @21 +bhy @y +hy Ayt bst 6 Dasinnere Produkist definiert als das Produkt eines Zeilen-

vektors mit einem Spaltenvektor, wobei beide Vektoren |die

o, a0 s €€ Anzahl von Eementen hben sk el
' vektorzuerst,Spaltenvektorspater.

zen unterschiedlicher Ordnung métht definiert. 0, 0
: : : - = 0
3. Transponieren einer Matrix: Xy =(xTly)=[4 % x EE’ZD
Werden bei einer Matri& die Zeilen und Spalten vertauscht, HisH (12)
so heif3t die neue MatriR T die Transponierte MatriwonA. <XT |y> = X Yy + Xo Yo + X3 Y3
Eall a21|] . . . . .
By ap sl . O Da das Ergebnis des inneren Produkts ein Skalar ist, wifd es
A= 0 a Al =@ axpn @) auchSkalarprodukizweier Vektoren genannt.
b1 8 &3
Fus axH 9. Multiplikation von Matrizen:

Das Transponieren eines Spaltenvektors ergibt einen Zeil

_ : ) '®NDie Matrizenmultiplikation ist nur definiert (ausfihrbar),
vektor. Versteht man unter einem Vektoimmer einen Spaly \enn die Spaltenanzahl der ersten Mairigleich der Zeilenan-
tenvektor, dann 1aRt sich dieser als Zeilenvektor notieren n

Eanl der zweiten MatriB ist. Das heil3t, wenm(p) die Ordnung
xT = [xl X x3] (8) | vonA ist, muf3 p, m) die Ordnung voi8 sein. Daher kann dag
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Produkt A (B existieren, das ProdukB [A aber nicht. Die| 13. Inverse einer transponierten Matrix:
ProduktmatrixC ist dann von der Ordnung, ). Ihre Elemente  Fiyr quadratische und regulére Matrizen gilt:

G sind gleich dem inneren Produkt (Punkt 8) dé=n Zei- a -
lenvektors vorA und des-ten Spaltenvektors va. (AT) " =(A7) (24)
Oy b b0 14. Inverse eines Produkts von Matrizen:
_ 11 & &3l _ O N . N ) . .
A= B B= g)ﬂ by by (23) Fiir quadratische und regulére Matrizen, die alle die glefche
21 82 83 Bhsy b by Ordnung haben, gilt:

(AB)"=B1Al (ABC) '=ClBIRAL (25

a,;"|b a,;"|b a;" [by)0
C=AEB=§ 1T|bl> < 1T|b2> < 1T|b3>D (14) | 15. Lange eines Vektors (Norm):
a2 | 1> <a2 | 2> <a2 | 3>H Die Lange eines Vektorswird durch seine Norm bestimm{.
Die Euklidische Norm (es gibt auch noch andere Norm-Defjni-
tionen) ist definiert durch:

Ein Zahlenbeispiel:
0ol 20 2 0 40

ATy s BH1 3 & @ x| = (XT|x)? = Jxg2 + %2 + xg? (26)
F2+2 0+6 4-120 @ 6 -87 16. Dyadisches Produkt zweier Vektoren:

AB (16) Das Produkt aus einem Zeilenvektor und einem Spaltenyek-

“H2+3 0+9 -4-180 [ 9 -22f _ )
Bei der Multiplikation von Matrizen kommt es auf die Reihenf L—?r ist bereits unter Punkt 8 behandelt. D_er umge_kehrte Fall Qas
rodukt aus einem Spaltenvektor und einem Zeilenvektor yvird

ge der Matrizen an. Sie ist nicht allgemein vertauschbar. dyadisches Produlgenannt und berechnet sich nach

]

10. Determinante einer Matrix:
DX Y1Xe Y1XsL

. . . [l
Fur eine quadratische Matix—z. B. gemaR Gl. (2) —istd T_ =4 _ C
Berechnung der Determinante wie folgt definiert: yxt = B’z %ﬁxl X2 X3] = B’z X1 Y2Xo YaX3p (27)
HisH X YaXo VYaXsf

D

1 82 &3
_ _ Das Ergebnis ist eine Matrix. Wemn=y ist, dann ist dag
Al=detA=|a,y a» a 17 Y . ) ’
A 21 2 93 (17) Ergebnis digkorrelationsmatrix
1 83 8g3

17. Symmetrische Matrizen:

A|=a 8y 8 _a a1 a3 ra a1 axp (18) Eine MatrixA heiRtsymmetrischwennAT = A ist, d. h. die
T M Tag, agy| 2 lag ag|  lag ag Matrix muR quadratisch sein und, =a,;. Die Matrix ist
symmetrisch zur Hauptdiagonalen. Weiterhin gilt:
A|=ay1lay 833 — 83837 ) — o8y 33 — Axz &
Al +11( o7 833 ~ 83 32) 12( b1 833 ~ 83 31) (19) (A—l)T _A-l (28)
au3(@1 82 ~ 82 1) Falls AT = -A, so heift die Matrischiefsymmetrischit

Fur hohere Ordnungen erfolgt die Berechnung sinngema@, = - a,;. Die Hauptdiagonale besteht in diesem Fall qus
Matrizen mit|A|# 0 heiBenregular und mit|A|=0 heiRen| Nullen.
singulare Matrizen. Der Wert einer Determinante andert sich -
nicht, wenn man Zeilen und Spalten vertauscht (transponier§8. Orthogonale Matrizen:

. . - Zwei quadratische Matrizeh undB sindorthogonal wenn
11. Adjungierte Matrix: B[A =1 ist. Daraus ergeben sich die folgenden Bedingungen:
Die adjungierte Matrixadj A oder AU erhalt man aud., in B=AT =A-1 ATA =1 A-1= AT (29)
dem jedes Elemers;, durch sein algebraisches Komplement_. ~ N o R
: ik AU _ neg I P b|e zuA orthogonale MatrixB erhalt man also durch Transpo-
a; =1 '+kE|]a1-k| (20) | nierung oder durch Inversion der gegebenen Matrix

(Adjunkte) ersetzt wird, wobdia;, | die Unterdeterminante zuEin Beispiel:

&, ist,unddiese Matrix transponiert. Eine ausfuhrliche Darstel- cosd  sin osd  —sin
lung findet im Kapitel ,Lineare Algebra“ von [2]. Das Prodykt A = E_ , ¢ ¢§ B=AT = @ ¢ ¢E (30)
ausA und AD ergibt eine skalare Matrix, in deren Haupt- sing cos¢ ng  cosp

diagonalen der Wert vorA | steht. )
'ad VOrR| 19. Literatur (1.Teil):

ARAUI=A0R =|A|O 21
| | ( ) [1] Reinhardt, F. und Soeder, H.: DTV-Atlas zur Mathematik. Band 1: Grund-
. lagen, Algebra und Geometrie. Miinchen: DTV 1980 (4. Auflage), ISBN:
12. Inverse Matrix: 3-423-03007-0. Preis: 14,80 DM. — [BU 608].

Betrachtet wird die Matrizeng|eichung B=1. Gegeben [2] Dreszer, J. (Ed.): Mathematik Handbuch fur Technik und Naturwissen-
schaft. Zurich: H. Deutsch. ISBN: 3-87144-149-X. Preis: 59,80 DM. — [BU

sei die quadratische, nichtsingulare Ma&iXVie bestimmt sich 666].

daraus die MatriB ? Aus der Gleichung (21) folgt: [3] Dittberner, Karl-Heinz: Interactive Data Language IDL: Eine Einfiihrung.
O AD FU Berlin (IfP): wdv-notes Nr. 85, 1988-1993.
A[B:Atf—:l A-l=B="" (22)
Al Al

Die Matrix B wird als zuA inverse Matrixbezeichnet ung
deshalb symbolisch ala 1 geschrieben. Es gilt also:
AR 1l=A1lRA=1 (23)
Fur die Berechnung von inversen Matrizen stehen heute auf
Computern unter Anwendung des GaulRschen Algorithmus be-
sonders effiziente Programme (z. B. das INVERT(matrix) upter
IDL) zur Verfligung.
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